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Forord
Nærværende note er skrevet for at guide jer (som elever) gennem et eksperimentelt forløb i matematik. Forløbet er centreret omkring nogle programmer som I forventes at køre og modificere på jeres computere. Ikke alle opgaverne har ”lukkede svar” som vi er vant til fra matematikken – og hvor langt I når ned i stoffet er til en vis grad overladt til jer selv. Nogle opgaver vil endvidere være mindre matematiske og mere ”computerbaserede” end I almindeligvis vil møde i matematik. Jeg opfordrer jer til at eksperimenterer jer frem – man kommer længst ved at benytte sin fantasi.
Det er gennemgående i noten, at definitioner er i grønne kasser, opgaver/aktiviteter er i røde og programkode i blå. Det er gjort for at gøre noten så overskuelig som muligt.
Men nok om det – happy coding – og husk, at I også gerne skulle få et matematisk udbytte.

Geometrisk Sted
I dette korte forløb, skal vi en smuttur til den klassiske geometri. Vi starter lige på og hårdt med en definition:Ved et geometrisk sted forstås mængden af alle de punkter (i planen), der opfylder en bestemt geometrisk egenskab.



F.eks. er en cirkel det geometriske sted af punkter, der har den samme afstand (kaldet radius) til et bestemt punkt (kaldet centrum). I dette forløb vil vi arbejde med geometriske steder på en lidt utraditionel måde, der tager udgangspunkt i, at geometriske steder jfr. definitionen er punktmængder (dvs. mængder af punkter). Vi starter derfor med at ”strø” et antal punkter tilfældigt ud i planen. Hvert punkt skal dernæst søge ind mod et det geometriske sted, vi er i færd med at undersøge. På den måde kan vi visuelt se det geometriske sted. 
I praksis gøres dette ved at bestemme hvor stor afvigelsen er fra punktet til det geometriske sted. Da programmeringen sker på engelsk benyttes ordet deviation. Dette foregår i hver model i en ”funktion” der defineres i 
to-report deviation
Dernæst forsøges at gå til et nyt sted, hvor denne afvigelse er mindre.
I forløbet anvender vi programmeringssproget Netlogo. I kan finde Netlogo, der er gratis, på nedenstående link eller søge på google:
https://ccl.northwestern.edu/netlogo/6.0.4/

Netlogo er et såkaldt agentbaseret programmeringssprog. Det betyder, at alt i Netlogo opfattes som agenter, som man kan få til at gøre noget ved at spørge dem pænt![footnoteRef:1] Det lyder abstrakt, men bliver forhåbentlig mere konkret gennem arbejdet med sproget.
 [1:  Af historiske årsager kaldes agenterne i Netlogo i udgangspunktet for turtles.] 

Cirkel
For at komme i gang og fordi det er velkendt, starter vi med cirklen. En cirkel er det geometriske sted af punkter, der ligger i en given afstand (radius) fra et fast punkt (centrum). Kalder vi radius for  og centrum for , vil et punkt  ligge på cirklen, hvis 



I Netlogo lader vi 8000 tilfældigt fordelte punkter vandrer ind på den cirkel, der har radius 35 og centrum . Modellens kode kan ses side 4.
Koden bliver ikke kommenteret til mindste detalje, men da det er første Netlogomodel vi har, følger dog nogle kommentarer.
Den første sætning, der går igen i alle vores modeller er
__includes [”geometry.nls”]
Her indlæses en fil, hvor brændpunkter (focus/foci), linjer (line/lines) og cirkler (circle, circles) er defineret. Her er der ligeledes defineret en metode til at finde afstanden fra en agent (et punkt) til en linje og en cirkel.
Dette er valgt for at slippe for at skrive det samme hver gang – men også for at gøre den kode, som I skal overskue kortere. Skulle man have lyst, kan man selv læse, hvad der står i filen!
Dernæst defineres et såkaldt breed. De fleste af de agenter, vi benytter – specifikt vores punkter – skal opføre sig på samme måde. Dette gør man i Netlogo ved at lave dem af samme breed. Alle punkterne skabes med nogle egenskaber – disse defineres i metoden point.setup. 
point.setup kan næsten læses uden kendskab til Netlogo. Her defineres et punkts udseende (farve, størrelse, …). De fleste af definitionerne er generelle for punkter, men den sidste sætning er specifikt lavet til at løse opgaven med cirklen. Med 
face focus 0
sættes agenten (point) til at have retning mod det punkt, der bliver cirklens centrum. Centrum tilgås altså som focus 0[footnoteRef:2]. [2:  Hvorvidt dette er logisk, vil jeg tillade mig ikke at have nogen mening om. Årsagen er, at centrum er et breed (focus) og derfor en turtle, og centrum er den turtle, der er defineret først – altså som turtle nr. 0.] 

Inden vi kan køre vores model, skal vi definere, hvilke agenter den omfatter. Dette gøres i metoden setup. Her defineres centrum (som et focus-breed) og 8000 punkter (point-breeds)! 
Endelig resettes ”ticks”, der kan betragtes som et ur eller en metronom.
Den sidste del af modellen er metoden step. Her bedes punkterne om at bevæge sig ind mod/væk fra centrum – et for et. Dette sker en gang pr. tick. Punkterne vil derfor blive ved med at bevæge sig, indtil de alle ligger på cirklen med centrum i (20, -20) og radius 35.
[image: ]De enkelte metoder step og setup køres, når de kaldes fra modellens interface. Det burde være selvforklarende, men spørg hvis det ikke er tilfældet. Knappen kør kører blot step gentagende gang (som modellen er, standser den aldrig).Kørsel af modellen cirkel
På en computer, hvor Netlogo er installeret, indlæses modellen ved at dobbeltklikke på den.
1. Kør modellen
2. Prøv at ændre på punkternes farve og kør modellen igen. 
3. Hvor mange punkter skal der til for at man kan se cirklen rimeligt tydeligt?
4. Prøv at ændre på radius og centrum – ser det rimeligt ud? Hvad sker der hvis cirklen ligger uden for vores verden (den går fra -64 til 64 i såvel x som y-retning)?
Man kan også ændre på modellen, så man ikke kun går et skridt frem pr. tick. Herved kan man gøre selve programafviklingen mere effektiv. Hvis du har mod på det, kan du løse opgave
5. Prøv at ændre modellen, så du går hurtigere frem mod mål.


 Kode til modellen cirkel


To punkter
Et andet geometrisk sted, som vi vil se på, er følgende. Lad der være givet to punkter,  og . Alle de punkter, der ligger i den samme afstand fra  og  udgør et geometrisk sted. Det geometriske sted vi ser på er mængden af punkter , der opfylder, at 




Programudskriften kan ses på den næste side. Igen bevæger et antal agenter (points) sig trinvis mod dette geometriske sted. Ideen i koden er, at hvis et punkt er tættere på  (focus 0) end  (focus 1), skal punktet bevæge sig i retning af . Omvendt hvis punktet er tættere på  end . Bevægelsen standses, hvis agenten (punktet) er ”tæt nok på” det geometriske sted. Hvorfor dette er nødvendigt finder du ud af i opgave 5 herunder.
Kørsel af modellen toPunkter
1. Find ud af ved at se i koden, hvor mange punkter der er i denne model.
2. Kør modellen indtil ”der ikke længer sker noget” – hvorledes ”ser det geometriske sted ud”?
3. Prøv at ændre på de to punkter i modellen og kør den igen. 
4. Dette geometriske sted er velkendt; kan du gennemskue hvilken geometrisk konstruktion, der beskriver dette geometriske sted?
5. Prøv at erstatte linjerne 
[image: ]
Med koden forward 1. 
Hvad sker der? Kan du forklare det du ser?
Som før er modellen ikke programmeret for at være ”hurtig”. Hvis du har tid og lyst kan du løse 
6. Prøv at rette i modellen, så du hurtigere når frem til resultatet.
En anden modifikation til modellen, der måske gør den mere interessant
7. Prøv at undersøge, hvorledes det geometriske sted at punkter hvor afstanden til  er den dobbelte af afstanden til  ser ud.
Beskriv dette geometriske sted med ord. Kan du bevise det?

















[image: ]Kode til modellen toPunkter



To Linjer 
I skal nu undersøge hvorledes det geometriske sted af punkter, der ligger i den samme afstand fra to ikke-parallelle linjer ser ud. Lad der være givet to linjer  og . Det geometriske sted mængden af punkter , der ligger i den samme afstand fra de to linjer, opfylder at 




[image: ]Modellen fremgår af koden herunder.
Kode til modellen toLinjer
I modellen er linjer defineret (som et breed) i filen ”geometry.nls”, hvor metoderne distance-to-line ligeledes er defineret. Her vil vi ikke interessere os for, hvorledes denne fungerer, men nøjes med at konstatere, at det gør den!Kørsel af modellen toLinjer
1. Kør modellen indtil ”der ikke længere sker noget” – hvorledes ”ser det geometriske sted ud”? 
2. Prøv at ændre på nogle af parametrene i modellen og kør den igen. 
3. Hvorledes vil du beskrive det geometriske sted?
De første linjer i step er nye. Prøv at slette linjerne 
[image: ]
4. Hvad sker der ved det? Hvordan fungere den ovenstående kodestump?
Har du tid, evner og lyst kan du gå videre med
5. Kan du gøre koden hurtigere ved at få punkterne hurtigere ind på det geometriske sted af punkter, der ligge i den samme afstand fra de to linjer?


Parabel
Vi har allerede set på parabler som grafer for 2.grads polynomier. Her ser vi på en anden definition:En parabel er det geometrike sted af punkter, der ligger i samme afstand fra en linje (ledelinjen),  og et fast punkt (brændpunktet), . Det kan også beskrives som mængden af de punkter , der opfylder, at 




Dette skal vi undersøge vha. en Netlogo-model. I denne benytter vi de samme ideer som i det tidligere modeller. 
Lad der være givet en linje (her med ligningen ) og et brændpunkt (her punktet ). Hvis et punkt ligger tættere på brændpunktet end på linjen, skal punktet bevæge sig mod linjen – ellers skal det bevæge sig væk fra linjen.
Koden til denne model er gengivet på den næste side. 

[image: ]Kode til modellen parabel



Kørsel af modellen parabel
1. Indlæs og kør modellen i Netlogo.
2. Der hober sig en række punkter op langs randen af vores ”verden”. Fjern dem, som forklaret i modellen ”toLinjer” tidligere.
3. Prøv at køre modellen med et brændpunkt, der ligger under linjen. Hvorfor virker modellen ikke – ret i koden, så den virker i dette tilfælde.
Modellen er som alle tidligere ikke super effektiv. Hvis tid, lyst og evner er til stede løses
4. Som vi efterhånden har set det før, kan man effektivisere modellen ved at ændre på skridtlængden – hvis du har tid/lyst så prøv at gøre det.
I modellen er udgangspunktet, at punkterne bevæger sig hen mod/væk fra linjen for at finde et punkter, der har den samme afstand til linjen og brændpunktet. 
5. Man kan få punkerne ind på det geometriske sted, ved at lade dem gå hen imod/væk fra brændpunktet. Prøv at ændre modellen, så det er den metode du benytter.


Ellipsen
Turen er nu kommet til at se på ellipsen – her defineret ud fra to brændpunkter. Det geometriske sted af punkter, hvor afstanden til det ene brændpunkt plus afstanden til det andet brændpunkt er lig et fast tal (større end afstanden mellem de to brændpunkter) kaldes en ellipse. 
Lad   og  være de to brændpunkter og er tallet  være et tal. Da vil ellipsen være det geometriske sted af punkter , der opfylder at 




En Netlogomodel, der netop benytter denne definition, kan ses på udskriften næste side. For hvert punkt, findes summen af afstandene til de to brændpunkter (foci). Er denne for lille (dvs. at punktet ligger indenfor ellipsen) bevæger punktet sig udad (i fht. midtpunktet af de to brændpunkter) – er afstanden for stor, bevæger punktet sig et skridt mod midtpunktet af brændpunkterne.
Som modellen er skrevet, er tallet , men det lader sig nu hurtigt ændre.
[image: ]Kode til modellen ellipse



Kørsel af modellen ellipse
1. Indlæs og kør modellen i Netlogo.
Modellen er som alle modellerne før denne ikke effektiv. Hvis tid, lyst og evner er til stede løses
2. Som vi efterhånden har set det før, kan man effektivisere modellen ved at ændre på skridtlængden – hvis du har tid/lyst så prøv at gøre det.
En anden måde at beskrive en ellipse, som et geometrisk sted er vha. et brændpunkt og en  ”ledecirkel”.. Hvis  beskriver en cirkel og  et indre punkt i cirklen, så vil det geometriske sted af punkter , der opfylder at 

udgøre en ellipse. Nedenfor skal I forsøge at omsætte dette vha. Netlogo
3. Opstil en Netlogomodel, der viser dette.
4. Hvor ligger ellipsens andet brændpunkt i denne beskrivelse af ellipser? Og hvad bliver summen af afstandene til de to brændpunkter?












Hyperblen
Vi slutter denne rejse ind i den klassiske geometri af med en smut omkring hyperblen. En hyperbel er, som en ellipse, defineret ud fra to brændpunkter. Det geometriske sted af punkter, hvor afstanden til det fjerneste brændpunkt minus afstanden til det nærmeste brændpunkt er lig et fast positivt tal (mindre end afstanden mellem de to brændpunkter) kaldes en hyperbel. 
Kaldes brændpunkterne for  og  og er tallet , vil hyperblen være det geometriske sted af punkter , der opfylder at 




Lav en model i Netlogo, der benytter denne definition af hyperbler.
I er naturligvis velkomne til at starte helt fra bunden med at bygge en model op, men min anbefaling er, at I laver jeres model ved at tage udgangspunkt i modellen for ellipsen.




En helt anden tilgang

De modeller vi har set på i det foregående, var alle baseret i matematik. De krævede en vis matematiks forforståelse af problemstillingen! F.eks. gik vi mod/fra midtpunktet af ellipsernes brændpunkter i modellen ellipse.
Vi kan også benytte en anden, mere naiv tilgang, til dette emne. Her vil vi ud fra vores punkt gå i en vilkårlig retning og finde ”afvigelsen i fht. Det geometriske sted” her. Såfremt afvigelsen er faldet, går vi hen til det nye punkt, ellers går vi i den stik modsatte retning.
[image: ]En model, der benytter denne tilgang kan ses herunder
Kode til modellen alternativModel



Indlæs modellen ”alternativModel”, som vist i udskriften ovenfor og kør den. Den er rasende langsom, hvilket primært skyldes, at der er nogle punkter, der har mere end svært ved at finde deres plads. Det vender vi tilbage til senere.
1. Kommenter modellen – dvs. indskriv kommentarer i programmet, der forklarer hvorledes den virker.
2. Hvilket geometrisk sted arbejdes der med i denne model?


Som nævnt tager denne model alt for lang tid. Det ønsker vi at reparere ved at gøre følgende: 
1) Vi vil ændre skridtlængden, sålede at den bliver større, hvis punktet ligger langt fra det geometriske sted end hvis de ligger tæt på

2) Vi vil ”dræbe” alle de punkter, der allerede har fundet deres plads på det geometriske sted, så vi kun regner på dem, der endnu ikke har fundet deres ”plads”

Modellen på en følgende side er en modificering af den forrige model.Indlæs modellen ”modificeretAlternativModel” i Netlogo og kør den. 
1. Læg mærke til, at denne er betragtelig hurtigere end den forrige model, selvom den næppe kan betragtes som en speed-runner.
2. Kommenter ligeledes denne model (evt. kun ændringerne i fht. den forrige model).
3. Ændr modellen, så den viser det geometriske sted af punkter, der ligger 1,5 gange så langt fra linjen som fra punktet. Gem din ændrede model under et passende navn.
4. Hvilken kurve er dette geometriske sted?
5. Ændr modellen igen, så den nu viser det geometriske sted af punkter, der ligger 1,5 gange så langt fra punktet som fra linjen. Gem din ændrede model under et passende navn. 
6. Hvilken kurve er dette geometriske sted.
Skulle du være dygtig nok og have matematisk sans, kan du slutte af med at løse den sidste opgave
7. I opgave 3 og opgave 5 opstillede du to formodninger ud fra graferne – kan du bevise dem. 

Vink: Læg din x-akse langs med linjen og y-akse, så den går gennem brændpuntet.



[bookmark: _GoBack][image: ]
Kode til modellen modificeretAlternativModel


image2.png
__includes ["geometry.nls"]
breed [points point]

to point.setup
set color red
set shape “circle”
set size 1
setxy random-xcor random-ycor
face focus 0

end

punkterne fér en vilkérlig placering
punkterne peger mod cirklens centrum

to setup
clear-all
create-foci 1[focus.setup 26 -20]; centrum C har koordinaterne (20,-20)
create-points 8006[point.setup] ; 8000 punkter, der skal finde pa plads...
reset-ticks

end

to-report deviation
report distance focus @ - 35; returner afstand til centrum - radius (her 35)
end

to step
ask points[
if-else deviation > @ [
forward 1 ; gd et skridt mod centrum
I
forward -1 ; g4 et skridt vak fra centrum
]
]
tick
wait .1
end




image3.png
if abs(afvigelse) > .2 [ ; er afstanden stor nok, s& ga et skridt i denne retning
forward 1




image4.png
__includes ["geometry.nls
breed [points point]

to point.setup
set color yellow
set shape "circle”
set size 1
setxy random-xcor random-ycor
end

to setup
clear-all
create-foci 1[focus.setup 10 18] ; Det ene punkt
create-foci 1[focus.setup -25 -25] ; Det andet punkt
create-points 508[point.setup]
reset-ticks

end

to-report deviation
report distance focus @ - distance focus 1
end

to step
ask points[
if-else deviation < @ [ ; vend dig mod det fjerneste af den to punkter
face focus 1
pIy
face focus @
1
if abs(deviation) > .2 [ ; er afstanden stor nok, si gd et skridt i denne retning
forward 1
1
1
tick
wait .1
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__includes ["geometry.nls"]
breed [points point]

to point.setup
set color red
set shape "circle”
set size 1
setxy random-xcor random-ycor
set heading 45;

end

to setup
clear-all

create-lines 1[line.setup 1 @] den ene linje har ligningen y=1x+@

create-lines 1[line.setup -3 -20] ; den anden linje har ligningen y=-3x-20
create-points 8000[point.setup]  ; 5000 punkter, der skal falde pa plads...
reset-ticks

end

to-report deviation
report distance-to-line line @ - distance-to-line line 1
end

to step
ask points[
if abs(pycor) >= 64 or abs(pxcor)>= 64 [ ;fjerner de punkter, der gr ud af verdenen
die

1
if abs(deviation) > .5 [ ; hvis punktet ikke er tzt nok pa, sa fyttes det 1 skridt frem

forward 1
1
1

tick
wait .1
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if abs(pycor) >= 64 or abs(pxcor)>= 64
die




image7.png
__includes ["geometry.nls"]

globals [heading_]; retningen fra fokus vinkelret pa linjen
breed [points point]

to point.setup
set color blue
set shape "circle”
set size 1
setxy random-xcor random-ycor
set heading heading_;

end

to setup
clear-all
create-lines 1[line.setup .5 -26] ; ledelinjen har ligningen y=8,5x-20
create-foci 1[focus.setup -18 -10] ; brandpunktet F(-18,10)
ask focus 1[point-to-line line @ set heading_ heading]
create-points 8600[point.setup] ; 800 punkter, der skal falde pé plads...
reset-ticks

end

to-report deviation
report distance-to-line line @ - distance focus 1
end

to step
ask points[
if-else deviation > @ [
forward 1

I
forward -1

1
1
tick
wait .1
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__includes ["geometry.nls"]
breed [points point]

to point.setup

set color orange

set shape "circle”

set size 1

setxy random-xcor random-ycor

face turtle 2 ;punkterne peger mod midtpunktet mellem de to brandpunkter
end

to setup
clear-all

create-foci 1[focus.setup 20 20] brandpunktet F(20, 20)

create-foci 1[focus.setup -20 -20] ; brandpunktet F(-20, -20)
midpoint focus @ focus 1 ; centrum - bliver til turtle 2
create-points 8606[point.setup]  ; 800 punkter, der skal falde pa plads...
reset-ticks

end

to-report deviation
; ellipsen der tegnes bestar af punkter hvor afstanden til de to brandp. er 100
report distance focus @ + distance focus 1 - 100

end

to step
ask points[
if-else deviation > @ [
forward 1

pIy

forward -1
1

]

tick
wait .1
end
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__includes ["geometry.nls"]
breed [points point]

to point.setup

set color orange

set shape "circle”

set size 1

setxy random-xcor random-ycor
end

to setup
clear-all
create-lines 1[line.setup -1 -20]
create-foci 1[focus.setup -18 10]
create-points 10000 [point.setup]
reset-ticks

end

to-report deviation
report abs(distance-to-line line @ - 1 * distance focus 1)
end

to step
ask points[
let old-deviation deviation
right random 360
forward 1
if (deviation > old-deviation)[forward -2]
1
tick
wait .1
end
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__includes [“geometry.nls"]
breed [points point]

to point.setup

set color orange

set shape “circle”

set size 1

setxy random-xcor random-ycor
end

to setup
clear-all
create-lines 1[line.setup -1 -20]
create-foci 1[focus.setup -10 10]
create-points 10600 [point.setup]
reset-ticks

end

to-report deviation
report abs(distance-to-line line @ - 1 * distance focus 1)
end

to step
ask points[
let old-deviation deviation
let step-length old-deviation
if (step-length < .1)[
stamp
die

right random 360
forward step-length
if (deviation > old-deviation)[forward -2 * step-length]
]
tick
wait .1
end
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